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Напоминание :   З а д а ч а 

Дано 

ˮͫͻͦ͒ͤ·͔ ͒͊ͤͤ·͔ 

Известно 

˿͍͚͍ͦͫͭ͊  
͙ͫͻΦ ͒͊ͤͤ·ͻ 

Требуется 

˾͔ͯ͘͡Έ͙ͭͪͯΌ΅͙͔ 
͒͊ͤͤ·͔ 

такое, что 

ʉʚʦʡʩʪʚʘ  

ʨʝʟ. ʜʘʥʥʳʭ 

 

Алгоритм / Метод / Способ / Схема 



  

         



Общая задача 
математического программирования 

Дано  число n      ú 

       область  D      ú  

       функция f(x)     ú  

       функции gi(x),  i=1..m 

Известно   

    D Ì Rn ,    D  ̧Å ú 

    f,gi :  D  R          ú 

    доп.свойства 

Требуется 

вектор  x* 

такой, что  x* Í Dô   & 

 f(x*) = max { f(x) | x Í D’ }, ʛʜʝ 

 D’ = { x Í D | gi(x) ² 0, i=1..m } 

 

         Метод = Метод(доп.свойства) 



Терминология  ǧǪ 

  f(x) – целевая функция  

 gi(x)  – ограничение 

     D  – допустимое множество 
   

 f(x)  extr 

 gi(x) = 0 

     x  Í D 

       



Подзадачи ǧǪ     (повиды ǧǪ) 

 ¶ Задача линейного программирования 

          Транспортная задача 

 ¶ Задача нелинейного программирования  

 ¶ Задача целочисленного программирования 

                  Задача булева программирования 

 ¶ Задача динамического программирования 

 ¶ Задача стохастического программирования 

 ¶ Задача выпуклого  программирования 



¶ Задача линейного программирования 
версия:  D – гиперпараллепипед 

Дано          число n ú 

числа  di, gi    i=1..n ú  

числа  с1, …, cn  ú  

числа  aj0, aj1, …, ajn  j=1..m 

Известно  D = 

={ (x1…xn) | di ¢ xi ¢  gi }ú 

 f(x) = ʩ1x1+é+cnxn  ú 

 gj(x) = aj0 + aj1x1 + … +ajnxn 

Требуется 

вектор x* 

такой, что  x* Í Dô   & 

 f(x*) = max { f(x) | x Í D’ }, ʛʜʝ 

 D’ = { x Í D | gj(x) ² 0, j=1..m } 

 

         Метод 



¶ Задача линейного программирования 
версия:  D – ортант 

Дано          число n ú 

        

числа  с1, …, cn  ú  

числа  aj0, aj1, …, ajn  j=1..m 

Известно  
D = { (x1…xn) | 0 ¢ xi  }  ú 

 f(x) = ʩ1x1+é+cnxn  ú 

 gj(x) = aj0 + aj1x1 + … +ajnxn 

Требуется 

вектор x* 

такое, что  x* Í Dô   & 

 f(x*) = max { f(x) | x Í D’ }, ʛʜʝ 

 D’ = { x Í D | gj(x) ² 0, j=1..m } 

 

         Метод 



Версии задачи линейного 
программирования (n = 2) 

 

 



Расчет   оптимального  выпуска 

    1   2  …  n   -- номенклатура выпускаемой продукции 

    x1  x2 …  xn    -- план выпуска в нат. единицах: кг | м 

    c1  c2 …  cn     -- доход от единицы продукции 

          складские запасы по видам сырья 

b1    a11     …  a1n    -- расход 1-го сырья на ед. продукции 
 …… 

bm     am1     …  amn  -- расход m-го сырья на ед. продукции 

 

 Вычислить  x* = argmax f(x)   для   x Í D’, 
 где    D = { (x1 … xn) | 0 ¢ xi ; i = 1..n } 

  f(x) = с1x1 + … + cnxn 

        gj(x) = bj - aj1x1 - … -ajnxn  j = 1..m  
 



Подход к решению задачи линейного 
программирования (n = 2) 

 

 



Подход к решению задачи линейного 
программирования (продолжение) 

 

 



Подход к решению задачи линейного 
программирования (окончание) 

 

 

Если область  ̧Å, 

то f(x) достигает  

Extr в вершине. 
 

 

Опр. Вершина не является внутренней точкой 

отрезка, целиком принадлежащего области. 



Симплекс- метод*) решения задачи 
линейного программирования 

1. Выбор начальной вершины многогранника. 

2. Целенаправленный перебор соседних вершин и 
переход к одной их них. 

 

 

 

 

 

 

*)  Дж.Данциг, 1949 

 



Симплекс- метод  – 2 

Джордж Бернард Данциг 
George Bernard Dantzig 

1914 – 2005 
США 

 
Линейное программирование его обобщения 
и применения. – М.: Прогресс, 1966 (1963). 
 
 

ʉʣʦʞʥʦʩʪʴ  ʩʠʤʧʣʝʢʩ-ʤʝʪʦʜʘ       = O(2n) 

ʉʣʦʞʥʦʩʪʴ  ʤʝʪʦʜʘ ʵʣʣʠʧʩʦʠʜʦʚ = O(n8) 

 

ʃʝʦʥʠʜ ɻʝʥʨʠʭʦʚʠʯ ʍʘʯʠʷʥ, 1979 



Дано          m, n 
 a1, …,  am 

 b1 c11, …,  cm1 
   

 bn c1n, …,  cmn 

 
 

 

 m поставщиков,  n ʧʦʪʨʝʙʠʪʝʣʝʡ 

 ai – наличный ресурс 

 bj – потребность  j-го потребителя 

 cij –  цена поставки / ед. 

Требуется   ͙ͣ͊ͭͪͼ͊! 

     x11,    é,  xm1 
  

               éé.ééé 

     x1n,    é,  xmn 

 

Xij – объем поставки  i  j такой, что  

Задачи математического программирования 
     ¶ Задачи линейного программирования 
          ¶¶ ́ͪ͊ͤͫͨͦͪͭͤ·͔ ͊͒͊͘;͙  Õ 



Транспортная задача 
матричная постановка 

 
 

 



Прямая      Двойственная задачи 
 

 

 

 

 

    

 Прямая и двойственная задача взаимозаменяемы 

            в части существования и 

              в части нахождения решения. 



Задачи математического программирования 
    ¶ Задачи линейного программирования 
         ¶¶ Задачи дискретного ЛП 
              ¶¶¶ Задачи булева программирования Õ 
              ¶¶¶ Задачи целочисленного дискр. ЛП  Õ Õ  
 



¶¶¶ Основная задача булева программирования 

Дано          число n  ú 
числа  с1, …, cn       ú  

числа  aj1, …, ajn, bj  

                   j=1..m 

Известно xi Í { 0,1} ú 

D = { (x1…xn) } ú 

 f(x) = ʩ1x1+é+cnxn ú 

 gj(x) = aj1x1 + … +ajnxn 

Требуется 

вектор x* 

такой, что  x* Í Dô   & 

 f(x*) = max { f(x) | x Í D’ }, ʛʜʝ 

 D’ = { x Í D | gj(x) ¢  bj , j=1..m } 

 

ˮ͔͒Ύ: перебор [с отсеиванием] элементов D   



Задача булева программирования 
Дерево ветвления 



Стандартная задача булева программирования 

Дано   число n  ú 
числа  с1, …, cn  ú  

числа  aj1, …, ajn, bj  

                   j=1..m 

Известно xi Í { 0,1} ú 

D = { (x1…xn) } ú 

 f(x) = ʩ1x1+é+cnxn   ú ʩi ² 0 

 gj(x) = aj1x1 + … +ajnxn ú aji ² 0 

Требуется 

вектор x* 

такой, что  x* Í Dô   & 

 f(x*) = max { f(x) | x Í D’ }, ʛʜʝ 

 D’ = { x Í D | gj(x) ¢  bj , j=1..m } 

 

ˮ͔͒Ύ:  ͨ ͔͔ͪ͋ͦͪ  D ͫ  ͦͭ ͔͙͍͙͔ͫ͊ͤͣ  



¶¶¶ Задача целочисленного 
линейного программирования 

Дано          число n  ú 
числа  с1, …, cn       ú  

числа  aj0, aj1, …, ajn   

                   j=1..m 

Известно  
D = { (x1…xn) | 0 ¢ xi  } Í Nnú 

 f(x) = ʩ1x1+é+cnxn          ú 

 gj(x) = aj0 + aj1x1 + … +ajnxn 

Требуется 

вектор x* 

такой, что  x* Í Dô   & 

 f(x*) = max { f(x) | x Í D’ }, ʛʜʝ 

 D’ = { x Í D | gj(x) = 0, j=1..m } 

 



Область допустимых значений 
задачи целочисленного программирования 

  



Методы  решения  задач  целочисленного  ЛП 

 1. Методы отсечения: метод Гомори и др.   
  (A)  ˤ·;Φ ˾͔ ΄͔͙͔ͤ ˭˶˽ ͔͋͘ ͯ;͔ͭ͊ ͼ͔ͦ͡;͙͔͙ͫͤͤͦͫͭ͡Φ 

  (B)  ˩ ͙ͫ͡ ˾͔ ΄͔͙͔ͤ Í Nn, ͭ ͦ ˿́˻˽Φ 
  (C)  ˨ ͍͙ͦ͋͊ͭΈ ͍ ͊͒͊͘;ͯ ͤ ͍͔ͦͦ ͍͙͔ͯͫͦ͡Σ ͔ͦͭͦͪͦ͟: 
   -- ͦ ͔͔ͭͫ͊ͭ͟ ˾͔ ΄͔͙͔ͤΣ ͤͦ 
   -- ͫ ͦͻͪ͊ͤΎ͔ͭ 5Ω. 
  (D)  ˽͔͔͚͙ͪͭ ͟ (A). 

 2. Методы ветвей и границ  
  (A) и (B)  ----//---- 

  (C)  ʕ ·͋ͪ͊ͭΈ xi* Î N ͙  ͔͙ͪ͊͒ͭ͘͡Έ 5Ω   

   ͤ ͊  D’1 = { x Í D’ | xi ¢  [xi* ]     }   ͙ 
   ͤ͊   D’2 = { x Í D’ | xi ²  [xi* ]+1 } . 

  (D)  Выбрать  max  из решений на D’1  и D’2     (рекурсия) 

 



Метод  ветвей  и  границ 
разделение D’ 

  



Метод  ветвей  и  границ 
вычислительный процесс 

  



Задачи математического программирования 

     ¶ Задачи НЕлинейного программирования 
 ¶¶ Задачи выпуклого программирования 

       ¶¶¶ Задачи с нелинейной целевой функцией 
    и линейными ограничениями 
 Õ    ¶¶¶¶  Задачи дробно-линейного программирования 
 Õ Õ    ¶¶¶¶  Задачи квадратичного программирования 
 Õ Õ Õ        ¶¶¶ Задачи динамического программирования 
       ¶¶¶ Задачи с сепарабельной целевой функцией 

 С Метод покоординатного спуска | Метод случайного поиска  
 С1 Градиентные методы  |  Метод множителей Лагранжа 
 С2 Метод Ньютона 
 D  ̧Rn     Метод проекции градиента 
    Метод возможных направлений 
     Метод штрафных функций 
    Метод барьерных функций 
 



Задача  нелинейного  программирования 
как 

задача вычисления  условного экстремума 

 
 
 
 
 
 
 
 



Задача нелинейного программирования 
Метод  множителей  Лагранжа 

  

 

 

 

 



Задача дробно-линейного программирования 

Дано          число n ú 

числа  с1, …, cn  ú  

числа  d1, …, dn  ú  

числа  aj0, aj1, …, ajn  j=1..m 

Известно  
D = { (x1…xn) | 0 ¢ xi  }  ú 

 f(x)=дробно-линейная >  

 gj(x) = aj0 + aj1x1 + … +ajnxn 

Требуется 

вектор x* 

такое, что  x* Í Dô   & 

 f(x*) = min { f(x) | x Í D’ }, ʛʜʝ 

 D’ = { x Í D | gj(x) ² 0, j=1..m } 

 

         Метод 



Дробно-линейная целевая функция 



Линейная vs. дробно-линейная 
 целевые функции (n = 2) 

Линии уровня  f(x) = const 



Подход к решению задачи  
дробно-линейного программирования 

 

Если область  ̧Å, 

то f(x) достигает  

Extr в вершине. 

 

 

º Симплекс-метод 



Выпуклое  программирование 
 основные понятия 

  



Постановка задачи выпуклого 
программирования 

  



Задача  выпуклого  программирования 
теорема Куна-Таккера 

 Если …1), то  

  x* -- решение задачи вып.программ. 

Ú   для нек. l* ² 0 

   L(x*, l)   ¢   L(x*, l*)   ¢   L(x, l*), 

 где  L(x, l) = f(x) + l1g1(x) + … + lmgm(x) 

 

 
 

-------------------------------- 
1) $ x : gi(x) < 0  "i=1..m 



Задача квадратичного программирования 

Дано          числа n, m    ú 

 вектор с = (с1, …, cn)      ú  

 вектор b = (d1, …, dm)      ú  

 матрица Sn³n       ú 

 матрица Am³n 

Известно  
 f(x) = (Sx,x) + (c,x)      ú 

   D  = { x | 0 ¢ x }  ú 

 S ï ʩʠʤʤʝʪʨʠʯʥʘʷ, ʧʦʣʦ-

ʞʠʪʝʣʴʥʦ1)  ʦʧʨʝʜʝʣʝʥʥʘʷ 

Требуется 

вектор x* 

такой, что  x* Í Dô   & 

 f(x*) = min { f(x) | x Í Dô }, ʛʜʝ 

 D’ = { x Í D | Ax ¢ b } 
 1) " x  ̧0   (Sx,x) > 0  |  (Sx,x) ² 0  |  (Sx,x) < 0  |  (Sx,x) ¢ 0  |  пр.   



Задача квадратичного программирования 
пример 

    



Задача квадратичного программирования 
метод Вулфа 

Задача квадратичного программирования 

     Теорема Куна- Таккера 

Система линейных уравнений с ограничениями 

 

Задача линейного программирования 

 

Симплекс-метод 

 



Динамическое программирование 

 
Ричард Эрнст Беллман 
Richard Ernest Bellman 

1920 – 1984 
США 

 
 

Динамическое программирование. – М.: ʀʟʜ-ʚʦ 
ʠʥʦʩʪʨʘʥʥʦʡ ʣʠʪʝʨʘʪʫʨʳ, 1960 (1957). 
 
 

 



Динамическое программирование 
͎͔ͣͤͦͦͣͪͤ͊Ύ ͊͒͊͘;͊ ͦ ͙͙ͣ͊ͫͣ͊͘͟ͼ͙͙ 

Дано:         число R  ú 

  функции  g1, …, gn 
Известно:              R > 0  ú 
            gi(x) Í C[0,R] 

Найти числа 

   x1, é, xn 

такие, что         xi  ² 0    &  

                 x1  +é+ xn = R   & 

[max] g1(x1)+é+ gn(xn) 

  Принцип оптимальности Беллмана 



Динамическое программирование 
͙ͨͪͤͼ͙ͨ ͙ͦͨͭͣ͊͡Έ͙ͤͦͫͭ ˣ͔ͣ͊ͤ͊͡͡ 

Определения: f1(r) = g1(r), 

k = 2, …, n  fk(r) = max[g1(x1)+…+ gk(xk)] 
 
 
 При этом  fn(R)  = [max] g1(x1) + é+ gn(xn) 

 

ʋʪʚʝʨʞʜʝʥʠʝ.  fk(r) = max{gk(x) + fk-1(r-x)} 
 

                                              

x1+…+xn=r 

0 ¢ x ¢ r 



Динамическое  программирование 
͊͒͊͘;͊ ͙ͦͨͭͣ͊͡Έ͎ͤͦͦ ͍͔͙ͯͨͪ͊ͤ͡Ύ 

  

 

 

 

 

 



Динамическое  программирование 
принцип  оптимальности Беллмана 

  



Динамическое  программирование 
попятная процедура: вычисление функции Wk(s) и Фk(s) 

           Wk : S  число  Фk : S  управление 

k=n-1   >>   Wk(s)   >>  x = Фk(s) = argmin { fk(x,s)+Wk(s) | xÍD } 

 

k=n-2   >>   Wk(s)   >>  x = Фk(s) = argmin { fk(x,s)+Wk(s) | xÍD } 

…  …  …  … 

k=0      >>   Wk(s)   >>   x = Фk(s) = argmin { fk(x,s)+Wk(s) | xÍD } 

 

 где Wn(s) = r(s), 

  Wk(s) = min { fk(x,s)+Wk(s)  | xÍD },    k = 0… n-1 



Динамическое  программирование 
прямая процедура: решение задачи 

  

 s0 задано    >>  x0 = Ф0(s0) 

  s1 = f1(s0,x0)    >>  x1 = Ф1(s1) 

  s2 = f2(s1,x1)    >>  x2 = Ф2(s2) 

 … … … … 

  sn-1 = fn-1(sn-2,xn-2) >>  xn-1 = Фn-1(sn-1) 

 



Динамическое  программирование 
пример 

 Найти кратчайший путь от a  до f 



Динамическое  программирование 
пример (окончание) 

  



ǝ ȉ Ȋ ȋ ȉ Ȍ Ȗ? 
soloviev@glossary.ru 

 
ʉʦʣʦʚʴʝʚ ʉ.ʖ. ʇʦʩʪʘʥʦʚʢʠ ʟʘʜʘʯ ʩʦʚʨʝʤʝʥʥʦʡ ʠʥʬʦʨʤʘʪʠʢʠ. 

www.park.glossary.ru 

Зарубки: 

  ¶ прямая и двойственные задачи; 

  ¶ симплекс-м.  vs. м.эллипсоидов. 

 

 


